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分離論理によるポインタープログラム検証の完全性

龍田 真　Wei-Ngan Chin　Mahmudul Faisal Al Ameen

本論文は，Reynolds によるポインタープログラム検証のための分離論理体系に対して，その完全性定理および表現
性定理を証明する．

1 序論

whileプログラムに対するプログラム検証はよく研

究されてきた [1]. しかし，ポインタープログラムの検

証は, assertion 付きのポインタープログラム に対す

るよい論理体系の設計が難しかったため，まだ十分

には調べられていない．Reynolds は分離論理を用い

てよい論理体系を与えることに成功した [7]. これに

より，プログラムの性質を簡潔に表すことができ，ま

た検証の証明を実用的に行うことができるようになっ

た．分離論理は理論的にも実際的にもうまくいってい

る．この結果に基づいて，いくつかのポインタープロ

グラム検証器が実装されている [6] [2]. 例えば， [6]の

システムは，クイックソートのプログラムの正しさを

自動的に 1秒間で証明する．

証明システムに関するもっとも重要な理論的問題

のーつは，その完全性である．健全性は，検証シス

テムがプログラムが正しいということを証明すれば，

そのプログラムが意味上も正しいことを保障する．健

全性は，検証システムの意義を保障する．多くの実装

システムに関してその健全性が証明されている．し
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かし，このことは，すべての正しいプログラムに対し

て，それが正しいことがこのシステムで証明できるこ

とは意味しない。正しいけれども検証できないプログ

ラムがあるかも知れない．

完全性は，健全性の逆である．完全性は，もしプロ

グラムが意味上正しいならば，検証システムがそのプ

ログラムの正しさを必ず証明できることを，保障す

る．完全性は，検証システムがどれほど強力であるか

を表す．一般にはシステム全体に関する完全性は成り

立たないことが多い．しかし，このような場合でも，

システムのコアの部分についてある条件下で完全性

が証明できれば，このシステムの限界や改良方向を知

ることができる点で，完全性は重要である．

本論文の貢献は，(1) 分離論理とポインタープログ

ラムに対する完全性定理を証明すること，(2) ペアノ

算術，分離論理，ポインタープログラムに対する表現

性定理を証明すること，である．

完全性は，whileプログラムに対する完全性の証明

[1]をポインタープログラムと分離論理に拡張するこ

とによってなされる．本論文は，Reynolds の後方推

論の論理体系を扱う．もっとも難しい点は，表現性定

理の証明である．

本論文の表現性定理は，標準解釈においてペアノ算

術と分離論理がポインタープログラムに対して表現

的であること，つまり，任意のポインタープログラム

に対する最弱事前条件がペアノ算術と分離論理によ

り表現できることを主張する．この結果は，ヒープと
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store の情報を自然数でコード化し，プログラムの実

行と assertion の真偽をペアノ算術で模倣することに

より得られる．表現可能性定理は，一見すると自明の

ように見えるが，これは本当は微妙な問題であり，少

しでも体系が異なると病的な反例がいくつも知られ

ている [3].

表現性定理の証明の鍵は，現在のヒープを正確に

表す assertion が構成できることである．与えられた

ヒープ h をコード化して表す自然数m を定めること

ができる．Heap(m) を，現在の state (s, h) におい

て自然数 mが heap hをコード化により表すときに

真となるように，定めることができる．

本論文では相対完全性のみを証明する．相対完全性

とは，すべての assertion の真偽は所与であるという

条件の下での asserted program の推論に関する完全

性のことである．while プログラム検証において，相

対的でない完全性は成り立たず，相対完全性が証明さ

れた [4] のと同じ理由で，ポインタープログラム検証

でも，相対的でない完全性は成り立たず，相対完全性

が期待できる最善の完全性である．

完全性証明の一部分はすでに [5]で論じられている．

その論文では各後方推論規則に対してその中の事前

条件が最弱事前条件であることを示している．しか

し，これだけであるため，その論文が，複文と while

文を含まないプログラムのみに対する完全性を証明

しており，プログラム全体に対する完全性は証明して

いない．

本論文は，本論文と同じ著者による国際会議論文

[8] に基づいている．

2 while プログラム

まず，既知である While プログラムの完全性を説

明する．

式 e を次のように定める．xは変数である．

e ::= x|0|1|e + e|e× e.

この式に基づくペアノ算術を以下では考える．

boolean expression b をペアノ算術の quantifier

のない論理式と定める．例えば，x < 11 は boolean

expression である．

while プログラム P の構文は次のように定義さ

れる．

P ::= x := e|if (b) then (P ) else (P )|
while (b) do (P )|P ; P

例えば次は while プログラムである．

while (x < 11) do (y := y + x; x := x + 1)

while プログラム P の意味 [[P ]] は次のように定義

される．store s を変数から自然数への関数と定める．

これは，変数に格納されている値を表す．プログラム

の意味 [[P ]] を [[P ]](s1) = s2 により定める．

例えば，s1(x) = 1, s1(y) = 0, s2(x) = 11, s2(y) =

55 で あ る と き,

[[while (x < 11) do (y := y + x; x := x + 1)]](s1) =

s2 である．

assertion A はペアノ算術の論理式と定める．例え

ば，x = 11 ∧ y = 55 は assertion である．

assertion の真偽は標準モデルで考える．

式 {A}P{B} を asserted program とよぶ．その意

味は，真偽の値をとる．{A}P{B} が真とは，A を満

たす状態のとき，プログラム P を実行し，そのプロ

グラムが停止すれば，停止した状態のとき B が成り

立つことである．例えば，{x = 1∧y = 0}while (x <

11) do (y := y + x; x := x + 1){x = 11∧ y = 55} は
真である．

ホーア論理は asserted program を推論する．ホー

ア論理は次の推論規則で与えられる．

{A[x := e]}x := e{A} (assignment)

{A ∧ b}P1{B} {A ∧ ¬b}P2{B}
{A}if (b) then (P1) else (P2){B} (if)

{A ∧ b}P{A}
{A}while (b) do (P ){A ∧ ¬b} (while)

{A}P1{C} {C}P2{B}
{A}P1; P2{B} (comp)

{A1}P{B1}
{A}P{B} (conseq)

(A→A1, B1 →B 真)

{A}P{B} が証明可能であるとはこれを結論と
する証明図が存在することと定義される．例えば，
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{x = 1 ∧ y = 0}while (x < 11) do (y := y + x; x :=

x + 1){x = 11 ∧ y = 55} は証明可能である．図
1 の証明図があるからである．ここで，ループ不変

量を表す assertion I を x ≤ 11 ∧ P (y, x − 1) とお

いた．ここで P (y, x) とは y = 1 + . . . + x を意味

する assertion であり，これはペアノ算術として構

成できる．x = 1 ∧ y = 0 → I は真である．また，

I ∧ x ≥ 11→ x = 11 ∧ y = 55 も真である．

健全性とは，{A}P{B} が証明可能であれば
{A}P{B} が真であることを指す．健全性は，検証シ
ステムがプログラムが正しいことを証明すれば，その

プログラムは意味上も正しいことを保障する．健全性

は検証システムの意義を保障する．

完全性とは，{A}P{B} が真であれば，{A}P{B}
が証明可能であることを指す．完全性は，もしプログ

ラムが意味上正しいならば，検証システムがそのプ

ログラムの正しさを必ず証明できることを保障する．

完全性は健全性は逆である．完全性は検証システムの

能力が十分強力であることを表す．

ホーア論理は，健全であり完全でもあることが証明

されている [4] [1].

3 ポインタープログラム

ポインタープログラムは，while プログラムにヒー

プとよばれるメモリ領域を追加したプログラム言語

であり，次のように定義される．

P ::= x := e|if (b) then (P ) else (P )|
while (b) do (P )|P ; P |
x := cons(e, e)|x := [e]|[e] := e|dispose(e)

例で説明しよう．x := cons(0, 3) は allocation と

よばれ，新しい連続した二つのメモリセルをヒープに

割り当て，それらにそれぞれ 0 と 3 を入れ，一番目の

メモリセルの番地を変数 x に格納する．x := [101] は

lookup とよばれ，101番地のメモリセルの内容を変

数 x に格納する．[100] := 2 は mutation とよばれ，

100番地のメモリセルに 2 を格納する．dispose(100)

は dispose とよばれ，100番地のメモリセルを解放し

それをフリーリストに戻す．

ポインタープログラムの意味を定義しよう．N に

より自然数全体を現す．自然数は値と番地の両方を表

す．Locs = {n ∈ N |n > 0} と定める．0 はヌルポイ

ンターを表す．

store s は変数から N への関数として定義される．

heap h は Locs から N の有限部分関数として定義

される．state は (s, h) であると定義する．

プログラムの実行は次の三つの場合がある．(1) 正

常に停止する．(2) abort をともなって停止する．こ

れはメモリエラーを表す．(3) 停止しない．

abort は割り当てられていないメモリセルの番地 e

を x := [e], [e] := e2, または dispose(e) により使用

したときに発生する．

プログラム P の意味 [[P ]] は，state 全体から state

の集合全体への関数として定義される．初期 state

(s, h) であり，プログラム P の実行が正常停止した

とき，P ((s, h)) は実行後にあり得るすべての state

全体である．プログラムが abort をともなって停止

するとき，P ((s, h)) = {abort}である．非決定性は，
x := cons(e1, e2) のとき，新しいメモリセルの選び

方により発生する．

Dom(h) により関数 hの定義域を表す．[[e]]s は式

eを state s の下で評価した結果の値を表す．[[b]]s は

boolean expression bを state s の下で評価した結果

の値を表す．[[P ]] は次のように定義される．
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....
{I ∧ x < 11}y := y + x; x := x + 1{I}

{I}while (x < 11) do (y := y + x; x := x + 1){I ∧ x ≥ 11} (while)

{x = 1 ∧ y = 0}while (x < 11) do (y := y + x; x := x + 1){x = 11 ∧ y = 55} (conseq)

図 1 証明図の例

[[P ]](abort) = {abort},
[[x := e]]((s, h)) = {(s[x := [[e]]s], h)},
[[if (b) then (P1) else (P2)]]((s, h)) =

[[P1]]((s, h)) if [[b]]s = true,

[[P2]]((s, h)) otherwise,

[[while (b) do (P )]]((s, h)) = {(s, h)}
if [[b]]s = false,

[[while (b) do (P )]]([[P ]]((s, h))) otherwise,

[[P1; P2]]((s, h)) = [[P2]]([[P1]]((s, h))),

[[x := cons(e1, e2)]]((s, h)) =

{(s[x := n], h[n := [[e1]]s, n + 1 := [[e2]]s])|
n > 0, n, n + 1 6∈ Dom(h)},

[[x := [e]]]((s, h)) =

{(s[x := h([[e]]s)], h)} if [[e]]s ∈ Dom(h),

{abort} otherwise,

[[[e1] := e2]]((s, h)) =

{(s, h[[[e1]]s := [[e2]]s])} if [[e1]]s ∈ Dom(h),

{abort} otherwise,

[[dispose(e)]]((s, h)) =

{(s, h|Dom(h)−{[[e]]s})} if [[e]]s ∈ Dom(h),

{abort} otherwise.

4 分離論理

本論文では Reynolds [7] による分離論理を扱う．

ポインタープログラムに対する assertion A は次の

ように定義される．

A ::= emp|e = e|e < e|e 7→ e|¬A|A∧A|A∨A|A→
A|∀xA|∃xA|A ∗A|A —∗A

意味を例で説明する．emp は，現在のヒープが空

であることを表す．3 7→ 5 は，現在のヒープが一つ

のメモリセルだけから成り，それは 3番地で，格納さ

れている内容が 5 であることを表す．

A ∗ B は，現在のヒープが二つのヒープ h1, h2 に

分割でき，A が h1 で成り立ち，B が h2 で成り立つ

ことを表す．

A—∗B は，現在のヒープと共通部分のない任意の

ヒープ h に対して，Aがそこで成り立つなら，hと

現在のヒープを合わせたヒープにおいて B が成り立

つことを表す．

分離論理とポインタープログラムに関する asserted

program に対する推論規則は次である．FV は自由

変数の集合を表す．
(x′ 6∈ FV(e1, e2, A))

{∀x′((x′ 7→ e1, e2) —∗A[x := x′])}
x := cons(e1, e2){A}

(cons)

(x′ 6∈ FV(e, A))

{∃x′(e 7→ x′ ∗ (e 7→ x′ —∗A[x := x′]))}
x := [e]{A}

(lookup)

(x 6∈ FV(e1))

{(∃x(e1 7→ x)) ∗ (e1 7→ e2 —∗A)}
[e1] := e2{A}

(mutation)

(x 6∈ FV(e))

{(∃x(e 7→ x)) ∗A}dispose(e){A} (dispose)

これらの推論規則と whileプログラムに対する推論

規則を合わせて {A}P{B} を結論とする証明図が存
在するとき，{A}P{B} が証明可能であるという．

5 完全性定理

定理 1 (完全性) {A}P{B} が真であるならば，
{A}P{B}は証明可能である．
完全性定理の証明のアイデアとして，ホーア論理の

完全性証明を拡張すること，相対完全性を証明目標と

すること，を用いる．相対完全性は，ホーア論理の完

全性定理でも使われた概念であり，assertion の真偽

に関しては標準モデルでその真偽を定めることとし，

その証明可能性は考えないで，asserted program の

証明可能性だけ対象とする完全性である．assertion
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の真偽は次の推論規則 (conseq) において使われて

いる．
{A1}P{B1}
{A}P{B} (conseq)

(A→A1, B1 →B 真)

また，本論文では最弱事前条件を用いる．与えられた

プログラム P と assertion B に対して，その最弱事

前条件とは，その条件を満たす初期状態から P を実

行し正常停止すれば B が成り立つようなもっとも弱

い条件である．

完全性定理の証明の難しさは，表現性定理にある．

表現性定理とは，与えられたプログラム P と asser-

tion B に対してその最弱事前条件を表す assertion

が存在する，というものである．

6 完全性定理の証明

(n, m) を，自然数 n, m の対を表す自然数とす

る．〈n1, . . . , nk〉 を，自然数列 n1, . . . , nk を表す

自然数とする．Lookup(x, y, z) により，列 x が対

(y, z) を含んでいることを表す．Lookup(x, l, k) は，

x = 〈n1, . . . , (l, k), . . . , nm〉 であることを意味する．
Heap を次のように定義する．これが本論文の完全

性定理証明の鍵である．
Heap(m) =

∀xy(Lookup(m, x, y) ↔ (x 7→ y∗0 = 0)).

Heap(〈(l1, n1), . . . , (lk, nk)〉) は，現在のヒープ h

について，Dom(h) = {l1, . . . , lk} であり，かつ
h(li) = ni であることを意味する．

Heap を用いて表現性定理が証明できる．ペアノ算

術の基本技法により，次の二つの assertion がある．

現 在 の ヒ ー プ s に 対 し て ，

Storex1,...,xn(〈m1, . . . , mn〉) を s(xi) = mi を表す

assertion とする．d(s, h)e により (dse, dhe) を指す．
これは，(s, h) のコードを意味する．ベクトル記法
−→x = x1, . . . , xn を用いる．

Exec
P,−→x (dr1e, dr2e) を [[P ]](r1) 3 r2 を表す as-

sertion とする．ここで −→x は P の自由変数をすべて

含むとする．

ここで，最弱事前条件を表す assertion WP,A を次

のように定義する．
WP,A(−→x ) = ∀xyzw(Store−→x (x) ∧Heap(y)∧

Pair2(z, x, y) ∧ Exec
P,−→x (z, w)→ w > 0∧

∃y1z1(Pair2(w, y1, z1) ∧ Eval
A,−→x (y1, z1))).

ただし，−→x は P と Aのすべての自由変数を含むと

する．また，Pair2(z, x, y) は z = (x, y) を意味する

assertion である．

定理 2 (表現性) WP,A(−→x ) は P と Aの最弱事前条

件を表す．

この定理は P に関する帰納法により証明できる．

完全性定理は，表現性定理を用いて，次のように証

明される．

定理 1の証明. P に関する帰納法で証明する．P の

形で場合分けする．

P が P1; P1 の場合．{A}P1; P2{B} が真である
と仮定する．C を WP2,B(−→x ) とおく．ここで −→x
は B, P2 のすべての自由変数を含むとする．表現

性定理より，{A}P1{C} と {C}P2{B} は真である．
P1 と P2 に対する帰納法の仮定より，{A}P1{C} は
{C}P2{B} は証明可能である．推論規則 (comp) よ

り，{A}P1; P2{B} は証明可能である．
他の場合も同様に証明できる．表現性定理は，

{A}while (b) do (P ){B} の場合にも用いる．2
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