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SAT技術を用いた組合せテストケース生成

番原 睦則　松中 春樹　田村 直之　井上 克巳

本稿では，SAT 符号化を用いた組合せテストのテストケース生成について述べる．命題論理の充足可能性判定問題
(SAT 問題) を解く SATソルバーの性能が飛躍的に向上したことをうけて，SAT技術を多分野に応用する研究が急
速に拡大している．SAT符号化とは，元の問題を SAT問題に変換し，SATソルバーを用いて求解する方法である．
組合せテストはソフトウェア／ハードウェアのテスト手法の一つである．この手法の特長は，欠陥の多くは少数のパ
ラメータの組み合わせによって発生するという観測を元に，テストケースの増大を回避し，現実的かつ効果的なテス
トを行える点である．本研究では，順序符号化法と Hnich 符号化法の 2 つの SAT 符号化の長所を取り入れること
により，組合せテストケース生成の性能を大きく向上できることを示す．

1 はじめに
命題論理の充足可能性判定 (SAT)は，与えられた

命題論理式の充足可能性を判定する問題である．SAT

は Cookにより最初にNP完全性が証明された問題で
ある．SATは計算機科学および人工知能における最
も基本的な問題として，論理合成，プランニング問題，
スケジューリング問題，制約充足問題 (Constraint

Satisfaction Problems, CSP)，制約最適化問題，定
理証明など，さまざまな分野に応用されている．近
年，106 ～ 107 個の変数をもつ大規模な SAT 問題
を，非常に高速に解くことが可能な SATソルバーが
実現され，これらの分野への実用的応用が急速に拡
大している [18]．特に，CSP を SAT 問題に変換し
て，高速な SATソルバーを用いて求解する SAT符
号化の研究が注目を集め，これまでに数多くの符号化
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法が提案されている：直接符号化法 (direct encoding)

[9] [34]，支持符号化法 (support encoding) [20] [13]，
多値符号化法 (multivalued encoding) [26]，対数符
号化法 (log encoding) [19] [12]，順序符号化法 (order

encoding) [31] [32]．
ソフトウェア／ハードウェアのテストは，製品を開

発する過程において重要な役割を果たしている．しか
し，たとえ小規模な製品であっても，網羅的テストは
テストケースの増大を招き現実的に実行不可能であ
る．また，ソフトウェア／ハードウェアの大規模化・
複雑化に伴い，必要となるテストケースが増える一
方，そのテスト期間については短期化が求められて
いる．
組合せテスト(Combinatorial Testing) はソフト

ウェア／ハードウェアのテスト手法の一つである．
この手法の特長は，欠陥の多くは少数のパラメータ
の組み合わせによって発生するという観測を元に，
テストケースの増大を回避し，現実的かつ効果的
なテストを行える点である．組合せテストのテス
トケース生成は，組合せデザイン分野の被覆配列
(Covering Array, CA) †1を生成する問題に帰着で
きる．組合せテストに対する被覆配列の有用性が示

†1 本稿では covering arrayの和訳として “被覆配列”を
用いる．
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されて以来，数多くの CA生成手法が提案されてい
る [35] [2] [14] [3] [22] [24] [5] [28] [1] [15] [16]. これらの研
究のサーベイ論文としては [6] [33]がある．

Hnichらは，確率的 SATソルバーに適した CAの
SAT符号化法を提案している [15] [16]．Myra B. Co-

hen らは，SAT と貪欲法を組合せたアルゴリズム
を提案している [4]. しかしながら，Conflict-Driven

Clause Learning (CDCL) SAT ソルバーに適した
SAT符号化の研究は非常に少ない．
本稿では，最小 CA を生成する問題に対して，

CDCL SAT ソルバーに適した新しい SAT 符号化
法を二つ提案する．一つは，順序符号化法をベースに
したものである．順序符号化法では，SATソルバーの
基本動作である単位伝播 (unit propagation) が，元
の CSPにおける範囲伝播 (bounds propagation) に
対応しており，効率の良い求解が可能である．もう一
つは，Hnich符号化法と順序符号化法を融合したもの
である．順序符号化法と比較して，カバレッジ制約の
符号化に必要な節数が少なくてよい点が特長である．

CDCL SAT ソルバーは，近年の SAT技術におい
て重要な役割を果たしている．この CDCL SAT ソ
ルバーを用いることは，効率の良いテストケース生成
を実現するために重要である．提案する二つの符号化
法は，どちらも全体的あるいは部分的に順序符号化法
を用いている．順序符号化法と CDCL SAT ソルバー
との相性の良さは，順序符号化法を実装した CSPソ
ルバー Sugar†2 が 2008–2009 年国際 CSP ソルバー
競技会において 2年連続優勝 (GLOBAL部門)した
ことからも伺える．
提案する SAT符号化法の有効性を示すために，強

さ 2～6の小中規模の問題に対する実行実験を行った．
その結果，提案手法は様々な既存手法 (群論等の数学
的手法，貪欲法，局所探索法など)と比較して，ほぼ
同等の結果を得ることができた．さらに，2009年に
出版された Handbook of Satisfiability [36] 中に記載
されている未解決問題に対して，既知の最良値が最
適値であることを証明した．加えて，いくつかの問
題に対して，既知の下限 [2] を更新することにも成功

†2 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/
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図 1 CA(10; 3, 5, 2)．どの 3 個の列についても，全部で
23 通りあるそれらの値の組合せすべてが出現している．

した．
以下，第 2 節で被覆配列の定義・関連研究につい

て概観する．第 3節では既存の SAT符号化法である
Hnich 符号化法を紹介する．提案手法は第 4–5 節で
述べる．第 6 節では実行実験について述べ，最後に
第 7節で結論を述べる．

2 被覆配列と関連研究
2. 1 被覆配列
被覆配列 CA(b; t, k, g)とは，b× k配列 (b行 k列)

であり，各要素は {0, 1, 2, . . . , g − 1}のいずれかの値
を取る．そして，どの t個の列 (1 ≤ t ≤ k)について
も，全部で gt 通りあるそれらの値の組合せすべてが
少なくとも一つ出現する．ここでは，tを強さ，kを因
子，gを水準と呼ぶことにする．目的は CA(b; t, k, g)

が存在する最小の bを見つけることである．
例 1 組合せテストにおける一つのテストケースが，
CA(b; t, k, g) の各行に対応しており，テストケース
数が bの値に対応する．例として，強さ t = 3，因子
k = 5，水準 g = 2に対するテストケースの生成，す
なわち CA(b; 3, 5, 2)を生成する問題を考える．図 1

に，この問題の最適解 (b = 10)を示す．最初の 3列
について，異なる 0と 1の組合せをボールド体で記し
ている．全部で 23 通りあるそれらの値の組合せすべ
てが，少なくとも一つ出現していることがわかる．他
のどの 3列の組合せについても同様の性質を満たす．
以下の定義は，論文 [16] に基づいている．

定義 1 (被覆配列) 被覆配列 CA(b; t, k, g) とは，以
下の性質を満たす b × k 配列 A = (aij)である．
• aij ∈ Zg = {0, 1, 2, . . . , g − 1}



日本ソフトウェア科学会第 27回大会 (2010年度)講演論文集 3

• 任意の異なる t個の列 1 ≤ c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ ct ≤
k，および任意の値の組 (x1, x2, . . . , xt) ∈ Zt

g に
対して，xi = arci(∀i; 1 ≤ i ≤ t) を満たす行 r

が少なくとも一つ存在する．
定義 2 (被覆配列数) 被覆配列数 CAN(t, k, g)とは，
CA(b; t, k, g)が存在する最小の bである．

CAN(t, k, g) = min{b | CA(b; t, k, g)}
定理 1 ( [2] [36]) CAN(t, k, g) について，以下の性
質が成り立つ．

1. gt ≤ CAN(t, k, g) ≤ gk

2. CAN(t, k − 1, g) ≤ CAN(t, k, g)

3. CAN(t, k, g − 1) ≤ CAN(t, k, g)

4. g · CAN(t − 1, k − 1, g) ≤ CAN(t, k, g)

一般に，CAN(t, k, g)の決定はNP完全である [27].

強さ 2 ≤ t ≤ 6に対する CAN(t, k, g)の最新の上限
は，Charles ColbournによってWeb上で管理・公開
されている [7]．表 1に，t = 3および k, g の小さな
値に対して，これまでに知られている CAN(t, k, g)

の最新の上下限 [2] [7]を示す．表の (k, g)成分が整数
mの場合は CAN(t, k, g) = mを表し，m, nの場合
はm ≤ CAN(t, k, g) ≤ nを表している．
本稿では，SAT(および CSP)を用いたアプローチ

をより分かりやすくするために，2 つの問題を定義
する．CA判定問題とは， 与えられた 〈t, k, g, b〉に
対して，CA(b; t, k, g)が存在するかどうかを判定し，
存在する場合，CA(b; t, k, g)を生成する問題である．
CA最適化問題とは，与えられた 〈t, k, g〉に対して，
CAN(t, k, g) = bとなる最小の CA(b; t, k, g)を生成
する問題である．

2. 2 Hnich の CSP表現
Hnichらは，CA判定問題を CSPで表現する方法

を提案している [15] [16]．この場合，CA(b; t, k, g)に
対する CSP問題は，サイズ bに対する判定問題とな
る．つまり，CSP問題が
• 充足可能 (SAT)であれば「サイズ bの被覆配列
が存在」

• 充足不能 (UNSAT)であれば「サイズ bの被覆配
列は存在しない」

と判定できる．この方法を CA最適化問題へ応用する
には，bの値を変化させた CSP問題群を生成し，二
分探索等を用いて，最小の bの値 (UNSAT直後の SAT)

を求めればよい．
Hnichの CSP表現は，2つの行列と 2種類の制約

から構成される．
基本行列 は整数変数を要素とする b × k 行列で
ある．各整数変数 xr,i (1 ≤ r ≤ b, 1 ≤ i ≤ k)

は，被覆配列の各要素の値を表し，そのドメイ
ンは xr,i ∈ {0, 1, 2, . . . , g − 1}である．すなわち
xr,i = mは CA(b; t, k, g)の (r, i)成分がmであ
ることを表す．
拡張行列 は整数変数を要素とする b×

`

k
t

´

行列で
ある．各列は t個の因子の可能な組合せの一つを
表す．各整数変数 yr,i′ (1 ≤ r ≤ b, 1 ≤ i′ ≤

`

k
t

´

)

は，基本行列における t個の変数の組を表し，そ
のドメインは yr,i′ ∈ {0, 1, 2, . . . , gt − 1}である．
カバレッジ制約 はどの t個の列 (1 ≤ t ≤ k)につ
いても，全部で gt 通りあるそれらの値の組合せ
すべてが少なくとも一つ出現するという制約であ
る．このカバレッジ制約は，拡張行列の各列中に
0～gt−1の値が少なくとも一つ出現するという基
数制約に置換えることができる．Hnichらは，基
数制約として大域基数制約 (Global Cardinality

Constraint, GCC) [25] を採用している†3．
チャネリング制約 は拡張行列の変数と，対応する
基本行列の t個の変数とを結びつける制約である．
1 ≤ ci′

1 ≤ ci′
2 ≤ · · · ≤ ci′

t ≤ k を拡張行列の列 i′

に対応する基本行列の相異なる t個の列とする．
この場合，チャネリング制約の内包的表現は以下
のようになる (ただし，1 ≤ r ≤ b, 1 ≤ i′ ≤

`

k
t

´

)．

yr,i′ =
t
X

`=1

gt−`x
r,ci′

`

チャネリング制約については，内包的表現と外延的
表現の 2通りが可能である．例 1の場合，その内包
的表現は

yr,(i,j,`) = 4xr,i + 2xr,j + xr,`

また，外延的表現を用いる場合は以下のようになる．

†3 GCC を用いれば，各列中に 0～gt − 1 の値が高々
b − gt + 1個出現するというカバレッジ制約の上限も
表現できる (ただし，この条件は省略可能である)．
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表 1 既知の CAN(3, k, g)

k\g 2 3 4 5 6 7 8

4 8 27 64 125 216 343 512

5 10 28,33 64 125 222,240 343 512

6 12 33 64 125 222,258 343 512

7 12 36,40 76,88 125,180 222,293 343 512

8 12 36,42 76,88 145,185 222,304 343 512

9 12 36,45 76,112 145,185 234,379 343,472 512

10 12 36,45 76,112 145,185 234,393 364,479 512

11 12 36,45 76,121 145,225 234,463 364,637 536,960

12 14,15 36,45 76,121 145,225 234,463 364,637 536,960

13 14,16 36,51 76,124 145,245 234,503 364,637 536,960

14 14,16 36,51 76,124 145,245 234,503 364,637 536,960

15 14,17 36,57 76,124 145,245 234,514 364,637 536,960

16 14,17 36,60 76,124 145,245 234,514 364,637 536,960

(1,2,3) (1,2,4) (1,2,5) (1,3,4) (1,3,5) (1,4,5) (2,3,4) (2,3,5) (2,4,5) (3,4,5)

0 0 1 0 1 1 0 1 1 1

0 1 0 1 0 2 1 0 2 2

1 0 0 2 2 0 2 2 0 4

2 2 2 0 0 0 4 4 4 0

3 3 3 3 3 3 7 7 7 7

4 4 4 4 4 4 0 0 0 0

5 5 5 7 7 7 3 3 3 7

6 7 7 5 5 7 5 5 7 3

7 6 7 6 7 5 6 7 5 5

7 7 6 7 6 6 7 6 6 6

図 2 図 1 の CA(10; 3, 5, 2) を拡張行列で表現．各列は横線の上に示した因子の組を表している．

(yr,(i,j,`), xr,i, xr,j , xr,`) ∈ {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1),

(2, 0, 1, 0), (3, 0, 1, 1), (4, 1, 0, 0),

(5, 1, 0, 1), (6, 1, 1, 0), (7, 1, 1, 1)}
図 2に図 1を拡張行列で表現したものを示す．
本稿では，Hnichの CSP表現を SAT問題に変換

する符号化法を提案する．提案手法を述べる前に，既
存の Hnich符号化法について述べる．

3 Hnich符号化法
SAT 符号化を行うには，CSP 表現を連言標準形

(Conjunctive Normal Form, CNF) で表す必要が
ある．

Hnich符号化法 [15] [16],では，命題変数 p(xr,i = v)

と p(yr,i′ = w) を導入する (ただし，1 ≤ r ≤ b,

1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ v ≤ g − 1, 1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

,

0 ≤ w ≤ gt − 1)．命題変数 p(xr,i = v) は，基本
行列で xr,i = v が成り立つことを意味する．同様に，
命題変数 p(yr,i′ = w)は，拡張行列で yr,i′ = w が成

り立つことを意味する．
被覆配列 CA(b; t, k, g)は，以下の節に変換される

(ただし，1 ≤ r ≤ b, 1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ v < v′ ≤ g − 1,

1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

, 0 ≤ w < w′ ≤ gt − 1. 節 (6) は，
yr,i′ = w と xr,i = v が整合する r,i,i′,v,w に対して
のみ生成される)．

_

v

p(xr,i = v) (1)

¬p(xr,i = v) ∨ ¬p(xr,i = v′) (2)
_

w

p(yr,i′ = w) (3)

¬p(yr,i′ = w) ∨ ¬p(yr,i′ = w′) (4)
_

r

p(yr,i′ = w) (5)

¬p(yr,i′ = w) ∨ p(xr,i = v) (6)

節 (1,3)は，それぞれ xr,i と yr,i′ が少なくとも一
つの値をとることを表す (at-least-one節)．節 (2,4)

は，それぞれ xr,i と yr,i′ が同時に二つ以上の値をと
らないことを表す (at-most-one節)．節 (5)は，拡張
行列の各列中に 0～gt − 1の値が少なくとも一つ現れ
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ること (カバレッジ制約)を表す．節 (6)は，チャネ
リング制約を表す．

Hnich符号化法は，支持符号化法に基づいている．
第 2. 2節の CSP表現と異なる点は，カバレッジ制約
の上限を表す節がないことである．この制約は SAT

で表現することは可能だが困難であるという点から
省略されている．また，節 (1,3,4)は省略可能である
(詳しくは論文 [15] [16] を参照)．

Hnichらは，本節で述べた符号化法と確率的 SAT

ソルバーを組合せることによって，強さ 2 ≤ t ≤ 4お
よび k, g の小さな値に対する CA最適化問題に対し
て，様々な既存手法とほぼ同等の結果を得ることに成
功している．彼らが見つけた上限 CAN(3, 7, 3) ≤ 40

は現在でも最良値である．
しかしながら，確率的 SATソルバーに適した符号

化法が，CDCL SATソルバーに適しているとは限ら
ない．本稿では，CDCL SATソルバーに適した SAT

符号化法を二つ提案する．

4 順序符号化法
4. 1 順序符号化法の概要
順序符号化法は，整数有限領域上の CSP を SAT

問題に変換する方法の一つである．順序符号化法は，
CrawfordとBakerによりジョブショップ・スケジュー
リング問題に適用された方法 [8] [17] [23]を CSPに適
用可能なように一般化したものである．ショップ・ス
ケジューリング問題および 2次元ストリップパッキン
グ問題で未知だった最適値決定に成功する等，有望な
手法であることが示されている [30] [21] [29]．
順序符号化法では，各整数変数xについて，そのドメ

インが {a1, a2, . . . , an}の時 (ただし a1 < a2 < . . . <

an)，x ≤ ai を表す n − 1 個の命題変数 p(x ≤ a1),

p(x ≤ a2), . . . , p(x ≤ an−1)を用いる．なお，x ≤ an

は常に真であるため，命題変数 p(x ≤ an) は不要で
ある．また，これらの命題変数間の関係を表す以下の
節を用いる．

¬p(x ≤ ai) ∨ p(x ≤ ai+1) (1 ≤ i ≤ n − 2)

例えば，変数 xのドメインが {0, 1, 2}の場合，二
つの命題変数 p(x ≤ 0), p(x ≤ 1) を用い，以下の節

を追加する．

¬p(x ≤ 0) ∨ p(x ≤ 1)

この時，上記の節を充足可能にする真理値割り当て
は 3通りあり，それぞれ x = 0, x = 1, x = 2に対応
する．

p(x ≤ 0) p(x ≤ 1) 解釈

1 1 x = 0

0 1 x = 1

0 0 x = 2

制約については，制約に違反する点ではなく違反す
る範囲を符号化する．すなわち，範囲 a1 < x1 ≤ b1,

. . . , an < xn ≤ bn 中のすべての点 (x1, . . . , xn) が
制約に違反する時，以下の節を追加する．

p(x1 ≤ a1) ∨ ¬p(x1 ≤ b1)∨
· · · ∨ p(xn ≤ an) ∨ ¬p(xn ≤ bn)

線形式を用いた線形制約については，より簡潔な符
号化が可能である [32]．今，ai を非零の整数定数，c

を整数定数，xi を互いに異なる整数変数とする．こ
の時，制約

Pn
i=1 ai xi ≤ cは以下のように符号化で

きる．
^

bi

_

i

(ai xi ≤ bi)
#

ここで bi は，
Pn

i=1 bi = c− n + 1を満たすように動
くとし，変換 ()# は以下のように定義する．

(a x ≤ b)# ≡

8

>

<

>

:

p(x ≤ bb/ac) (a > 0)

¬p(x ≤ db/ae − 1) (a < 0)

ただし，x の取り得る最小値未満の a については
p(x ≤ a)を偽に変換し，最大値以上については真に
変換する．
例えば，整数変数 x, yのドメインが {0, 1, 2}の時，

制約 x − y ≤ −1は以下の三つの節に符号化される．
¬p(y ≤ 0)

p(x ≤ 0) ∨ ¬p(y ≤ 1)

p(x ≤ 1)

ここで，p(x ≤ 0) ∨ ¬p(y ≤ 1) は，「x ≤ 0 または
y > 1」であること，すなわち「x ≥ 1かつ y ≤ 1」が
制約に違反する領域であることを表している．
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4. 2 CAの順序符号化
Hnichの CSP表現を，順序符号化法を用いて SAT

問題に変換する方法について述べる．
順序符号化法では，命題変数 p(xr,i ≤ v) と

p(yr,i′ ≤ w) を導入する†4(ただし，1 ≤ r ≤ b,

1 ≤ i ≤ k, −1 ≤ v ≤ g − 1, 1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

,

−1 ≤ w ≤ gt − 1)．
被覆配列 CA(b; t, k, g)は，チャネリング制約を除

いて，以下の節に変換される (ただし，1 ≤ r ≤ b,

1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ v ≤ g − 1, 1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

,

0 ≤ w ≤ gt − 1)．
¬p(xr,i ≤ −1) (7)

p(xr,i ≤ g − 1) (8)

¬p(xr,i ≤ v − 1) ∨ p(xr,i ≤ v) (9)

¬p(yr,i′ ≤ −1) (10)

p(yr,i′ ≤ gt − 1) (11)

¬p(yr,i′ ≤ w − 1) ∨ p(yr,i′ ≤ w) (12)
_

r

(¬p(yr,i′ ≤ w − 1) ∧ p(yr,i′ ≤ w)) (13)

節 (7,8,9) と節 (10,11,12) は，それぞれ基本行列
と拡張行列における整数変数の上下限・順序関係
を表す．明らかに式 (13) は CNF 式ではない．そ
のため，この式は Tseitin 変換を用いて充足同値
(equi-satisfiable)な CNF式に変換される．
チャネリング制約 yr,i′ =

Pt
`=1 gt−`x

r,ci′
`
は，ま

ず以下の線形比較の連言に置換えられる．
 

yr,i′ ≤
t
X

`=1

gt−`x
r,ci′

`

!

∧

 

yr,i′ ≥
t
X

`=1

gt−`x
r,ci′

`

!

.

その後，各線形比較は前節で述べた
Pn

i=1 ai xi ≤ c

と同じ方法で変換される．
この符号化の欠点は，カバレッジ制約に必要な節の

数が大きくなる点である．すなわち，式 (13)に対し
て，Tseitin 変換によって新しく O(b) の命題変数が
導入され，全体として O(b

`

k
t

´

gt)の節が必要となる．
この問題を回避するために，新しく混合符号化法を提
案する．

†4 p(xr,i ≤ −1)，p(yr,i′ ≤ −1)，p(xr,i ≤ g − 1)，
p(yr,i′ ≤ gt − 1)は冗長である．すなわち，最初の二
つは常に偽，後の二つは常に真である．しかし，符号
化の説明を簡潔にするためにそのまま用いる．

5 混合符号化法
混合符号化法は，順序符号化法と Hnich符号化法

の融合である．基本的アイデアは，基本行列には順序
符号化法を用い，拡張行列には Hnich符号化法を用
いる点にある．これにより，Tseitin変換による節数
の増加を回避できる．
混合符号化法では，命題変数 p(xr,i ≤ v) と

p(yr,i′ = w) を導入する (ただし，1 ≤ r ≤ b,

1 ≤ i ≤ k, −1 ≤ v ≤ g − 1, 1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

,

0 ≤ w ≤ gt − 1)．
被覆配列 CA(b; t, k, g)は，以下のように変換され

る (ただし，1 ≤ r ≤ b, 1 ≤ i ≤ k, 0 ≤ v ≤ g − 1,

1 ≤ i′ ≤
`

k
t

´

, 0 ≤ w < w′ ≤ gt − 1．節 (20,21)は，
yr,i′ = wと xr,i = v (すなわち，xr,i ≥ v ∧ xr,i ≤ v)

が整合する r,i,i′,v,w に対してのみ生成される)．
¬p(xr,i ≤ −1) (14)

p(xr,i ≤ g − 1) (15)

¬p(xr,i ≤ v − 1) ∨ p(xr,i ≤ v) (16)
_

w

p(yr,i′ = w) (17)

¬p(yr,i′ = w) ∨ ¬p(yr,i′ = w′) (18)
_

r

p(yr,i′ = w) (19)

¬p(yr,i′ = w) ∨ ¬p(xr,i ≤ v − 1) (20)

¬p(yr,i′ = w) ∨ p(xr,i ≤ v) (21)

節 (14,15,16) は順序符号化法の節 (7,8,9) と同じ
である．節 (17,18,19) は Hnich符号化法の節 (3,4,5)

と同じである．チャネリング制約は節 (20,21)によっ
て表される．これらは，Hnich符号化法の節 (6)を順
序符号化法の変数に適合するように変更したもので
ある．
上記の節 (14)～(21)のうち，節 (17,18)は省略可

能である．節 (18)は導出原理を用いて節 (16,20,21)

から導出可能である．例えば，CA(11; 2, 5, 3) の場
合，¬p(yr,(i,j) = 0)∨¬p(yr,(i,j) = 2)は，¬p(xr,j ≤
0) ∨ p(xr,j ≤ 1), ¬p(yr,(i,j) = 0) ∨ p(xr,j ≤ 0),

¬p(yr,(i,j) = 2) ∨ ¬p(xr,j ≤ 1)から導出される．
節 (17,18)を省略しても，SATの解をデコードす

ることにより，CAの解を得ることができる．なぜな
らば，任意の SATの解に対して，節 (19)は，拡張行
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表 2 CA(b; t, k, g) に対する節数の比較

Hnich符号化法 順序符号化法 混合符号化法

基本行列 {bk} + bk
`

g
2

´

bk(g − 1) bk(g − 1)

拡張行列
n

b
`

k
t

´

+ b
`

k
t

´`

gt

2

´

o

b
`

k
t

´

(gt − 1)
n

b
`

k
t

´

+ b
`

k
t

´`

gt

2

´

o

カバレッジ制約
`

k
t

´

gt O(b
`

k
t

´

gt)
`

k
t

´

gt

チャネリング制約 b
`

k
t

´

gtt O(b
`

k
t

´

gt) O(b
`

k
t

´

gtt)

列の各列において 0～gt − 1の値が少なくとも一回出
現することを保証する (カバレッジ制約)．0～gt − 1

の各出現に対して，対応する基本行列の t 個の値が
節 (20,21)から導かれる．基本行列の各要素がただ一
つの値を取ることは，節 (14,15,16) によって保証さ
れる．
最後に，Hnich 符号化法，順序符号化法，混合符

号化法によって生成される CA(b; t, k, g) の節数を
表 2 †5に示す．括弧 “{}”で囲まれた数字は，省略可
能な節であることを示している．

6 実行実験
提案手法の有効性を評価するために，Hnich 符号

化法，順序符号化法，混合符号化法の比較実験を行っ
た．実験内容および実験環境は，以下の通りである．
• ベンチマーク問題として，強さ 2 ≤ t ≤ 6，およ
び k, g の小さな値に対する CA 最適化問題 (97

問)を用いる．
• 各最適化問題に対して，CA(b; t, k, g)の bを変
換させた複数の CA判定問題群を生成し，SAT

問題に符号化する．
• 符号化されたCA判定問題群は，充足可能 (SAT)

と充足不能 (UNSAT) の両方の問題を含む．最適
値 (最小の b)は UNSATと SATの境界に位置する．

• どの符号化法に対しても，“行と列に関する対称
性 [11]” と “値に関する対称性 [15] [16]” を取り
除くための制約を追加する．

• 混合符号化法については節 (17,18) を，Hnich

†5 順序符号化法と混合符号化法について，p(xr,i ≤ −1),

p(xr,i ≤ g − 1), p(yr,i′ ≤ −1), p(yr,i′ ≤ gt − 1) を
含む冗長な節の数は無視する．

符号化法については節 (3,4)を省略する．
• CDCL SATソルバーとしては，MiniSat [10]を
用いる．

• すべてのCPU時間は，Linuxマシン (Intel Xeon

3.00GHz，8GB メモリ) 上で計測し，各 CA 判
定問題に対する MiniSat のタイムアウト (T .O)

は 1800秒である．ただし，CA(14; 3, 12, 2)のタ
イムアウトのみ 12時間に設定している．
まず最初に，符号化された CA 判定問題を解くの

に MiniSat が要した CPU 時間を示す (表 3–4 参照，
単位は秒)．サイズ bに関しては，得られた最良の上
限 (あるいは下限)のみ記載する．記号 “∗”は，その
値が最適値であることを示す．また，各問題に対し
て，一番良い CPU時間をボールド体で記している．
順序符号化法と混合符号化法は，47 問に対して

既知の最適値を再生成することができた．それに
対して，Hnich 符号化法は 29 問の最適値を得る
にとどまった．さらに，順序符号化法と混合符号
化法は，CAN(3, 12, 2) と CAN(6, 8, 2) の 2 問に
対して，既知の最良値の最適性を証明することに
成功した．これまで，CAN(3, 12, 2) の上下限は，
14 ≤ CAN(3, 12, 2) ≤ 15であった．しかし，表 4よ
り，CA(14; 3, 12, 2) が UNSAT，つまり解がないこと
がわかる．よって，CAN(3, 12, 2) = 15であること
が証明できた．この CAN(3, 12, 2) = 15は，2009年
に出版された Handbook of Satisfiability [36] におい
て未解決問題として挙げられている問題の解である．
加えて，順序符号化法と混合符号化法は，いくつかの
CA最適化問題に対して，既知の下限 [2]を更新する
ことに成功した．表 5 に提案手法によって得られた
新しい結果を示す．
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表 5 新しく得られた結果：80 ≤ CAN(3, 8, 4) と 15 ≤ CAN(3, k, 2) は，実行実験で得られた結果 20 ≤ CAN(2, 7, 4)

と CAN(3, 12, 2) = 15 に対して，定理 1 の (4) 及び (2) を適用した結果である．

新しい結果 これまでの結果
20 ≤ CAN(2, 7, 4) ≤ 21 19 ≤ CAN(2, 7, 4) ≤ 21

80 ≤ CAN(3, 8, 4) ≤ 88 76 ≤ CAN(3, 8, 4) ≤ 88

CAN(3, 12, 2) = 15 14 ≤ CAN(3, 12, 2) ≤ 15

15 ≤ CAN(3, k, 2) (k ≥ 13) 14 ≤ CAN(3, k, 2) (k ≥ 13)

50 ≤ CAN(5, 9, 2) ≤ 54 48 ≤ CAN(5, 9, 2) ≤ 54

CAN(6, 8, 2) = 85 84 ≤ CAN(6, 8, 2) ≤ 85

順序符号化法と混合符号化法が最適値を決定した
49問は，すべて同じ問題である．最適値を決定でき
なかった 97 − 49 = 48問に対して，最良値を求めた
問題数を比較すると，順序符号化法が 35問，混合符
号化法が 39問となり，混合符号化法は，順序符号化
法より 4問多く最良値を生成することができた．
次に，提案手法で得られた CA最適化問題の最適値

および最良値を，以下の様々な既存手法と比較する．
• CSP+ILOG [16]

第 2. 2節で述べた CSP表現を，高速な CSPソ
ルバー ILOGで求解．

• Hnich符号化法 +walksat [16]

第 3節で述べた Hnich符号化法を，確率的 SAT

ソルバー walksatの改良版で求解．
• Colbourn の CA表 [7]

直交表，群論等の数学的手法，貪欲法，局所探索
法など様々な手法を用いて得られた結果．
表 6–7に比較結果を示す．各 CAN(t, k, g)に対し

て，最も良い値をボールド体で記している．記号 “-”

は，その結果が論文等で入手できなかったことを示す．
提案手法は，Colbourn の CA表と比較して，強さ

2 ≤ t ≤ 6および k, g の小さな値の CAN(t, k, g)に
対して，ほぼ同等の結果を得た．また，CAN(2, k, g)

と CAN(3, k, 3) のいくつかの問題について，Hnich

符号化法の結果に劣っているものの，総合的には多く
の問題に対してより良い結果を得た．
最後に，実際に生成された節数について簡単に触れ

る．第 5節において，混合符号化法では節 (17,18)が省
略可能であることを述べた．例としてCA(15; 3, 12, 2)

では，節を省略した場合の節数は 77,442であり，省

略しない場合は 175,826であった．

7 まとめ
本稿では，CA最適化問題に対して，CDCL SAT

ソルバーに適した二つの新しい SAT符号化方法を提
案した．強さ 2 ≤ t ≤ 6の小中規模の問題に対する実
行実験を行った結果，提案手法は様々な既存手法 (群
論等の数学的手法，貪欲法，局所探索法など)と比較
して，ほぼ同等の結果を得ることができた．さらに，
2009年に出版された Handbook of Satisfiability [36]

中に記載されている未解決問題に対して，既知の最良
値が最適値であることを証明した．加えて，いくつか
の問題に対して，既知の下限 [2] を更新することにも
成功した (表 5参照)．
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表 3 ベンチマーク結果：CA(b; 2, k, g)

t k g b SAT/UNSAT Hnich 順序 混合
2 3 3 9∗ SAT 0.00 0.01 0.00
2 4 3 9∗ SAT 0.01 0.00 0.01
2 5 3 10 UNSAT 0.59 0.02 0.02
2 5 3 11∗ SAT 0.03 0.03 0.01
2 6 3 11 UNSAT 7.55 0.04 0.05
2 6 3 12∗ SAT 0.03 0.02 0.03
2 7 3 12∗ SAT 0.05 0.38 0.32
2 8 3 13 SAT 4.22 1263.58 263.76
2 9 3 13 SAT 760.05 228.39 T.O
2 10 3 14 SAT 518.18 79.75 14.60
2 11 3 15 SAT 0.15 0.77 0.13
2 12 3 15 SAT 1.31 0.49 0.21
2 13 3 15 SAT 16.40 18.53 30.60
2 14 3 15 SAT 372.95 192.93 373.64
2 15 3 16 SAT 155.21 31.71 30.80
2 16 3 16 SAT 743.74 1674.69 390.72
2 3 4 16∗ SAT 0.02 0.01 0.01
2 4 4 16∗ SAT 0.04 0.04 0.02
2 5 4 16∗ SAT 0.05 0.05 0.04
2 6 4 18 UNSAT T.O 4.31 9.90
2 6 4 19∗ SAT 21.28 0.87 3.14
2 7 4 19 UNSAT T.O 177.23 174.89
2 7 4 22 SAT 71.18 20.71 4.66
2 8 4 23 SAT 550.61 22.89 3.39
2 9 4 24 SAT T.O 230.44 469.66
2 10 4 25 SAT T.O 440.30 254.51
2 11 4 26 SAT T.O T.O 884.22
2 3 5 25∗ SAT 0.08 0.05 0.06
2 4 5 25∗ SAT 0.26 0.18 0.14
2 5 5 25∗ SAT 0.47 0.46 0.15
2 6 5 25∗ SAT 3.21 0.51 0.76
2 7 5 29 SAT T.O 394.38 90.50
2 8 5 36 SAT T.O 654.95 T.O
2 9 5 38 SAT T.O 914.78 279.84
2 10 5 41 SAT T.O T.O 386.87
2 11 5 42 SAT T.O 1330.56 T.O
2 3 6 36∗ SAT 0.46 0.16 0.14
2 4 6 37 SAT 22.72 4.19 4.24
2 5 6 40 SAT T.O 627.67 T.O
2 6 6 45 SAT T.O 614.53 T.O
2 7 6 50 SAT T.O 1765.78 1110.20
2 8 6 52 SAT T.O T.O 1236.90
2 9 6 57 SAT T.O T.O 773.33
2 10 6 62 SAT T.O T.O 407.40
2 11 6 63 SAT T.O T.O 1287.25
2 3 7 49∗ SAT 1.67 0.64 0.66
2 4 7 49∗ SAT 460.07 98.10 171.55
2 5 7 57 SAT T.O T.O 570.96
2 6 7 65 SAT T.O 1513.01 T.O
2 7 7 68 SAT T.O T.O 1446.27
2 8 7 72 SAT T.O T.O 1362.44
2 9 7 81 SAT T.O T.O 1098.09
2 10 7 88 SAT T.O T.O 442.81
2 11 7 93 SAT T.O T.O 449.59

for Interaction Testing, Proceedings of the 25th

International Conference on Software Engineering

(ICSE 2003), 2003, pp. 38–48.

[ 6 ] Colbourn, C. J.: Combinatorial Aspects

of Covering Arrays, Le Matematiche (Catania),

Vol. 58(2004), pp. 121–167.

[ 7 ] Colbourn, C. J.: Covering Array Tables,

http://www.public.asu.edu/~ccolbou/src/tabby/

catable.html, 2010. Last Accessed on April 26th

2010.

表 4 ベンチマーク結果：CA(b; t, k, g) (3 ≤ t ≤ 6)

t k g b SAT/UNSAT Hnich 順序 混合
3 4 2 8∗ SAT 0.00 0.00 0.00
3 5 2 9 UNSAT 0.01 0.01 0.01
3 5 2 10∗ SAT 0.00 0.00 0.00
3 6 2 11 UNSAT 0.30 0.02 0.01
3 6 2 12∗ SAT 0.02 0.01 0.00
3 7 2 12∗ SAT 0.02 0.03 0.01
3 8 2 12∗ SAT 0.03 0.04 0.01
3 9 2 12∗ SAT 0.05 0.07 0.03
3 10 2 12∗ SAT 0.08 0.12 0.05
3 11 2 12∗ SAT 0.13 0.15 0.05
3 12 2 14 UNSAT T.O 5607.25 6228.16
3 12 2 15∗ SAT 0.61 0.89 0.44
3 13 2 16 SAT 24.91 7.57 4.24
3 14 2 16 SAT T.O 15.09 23.68
3 15 2 17 SAT T.O 435.35 1.97
3 16 2 17 SAT T.O 86.07 14.93
3 17 2 20 SAT T.O 62.40 125.27
3 18 2 21 SAT 2.46 44.99 35.62
3 19 2 22 SAT 1.54 176.79 4.16
3 4 3 27∗ SAT 0.07 0.05 0.04
3 5 3 32 UNSAT T.O 16.07 27.85
3 5 3 33∗ SAT 632.27 2.81 16.85
3 6 3 33∗ SAT T.O 15.46 12.44
3 7 3 46 SAT T.O 1180.95 T.O
3 8 3 52 SAT 407.37 1148.09 T.O
3 9 3 56 SAT T.O T.O 202.78
3 4 4 64∗ SAT 9.00 0.68 0.56
3 5 4 64∗ SAT T.O 2.01 1.35
3 6 4 64∗ SAT T.O 3.13 1.54
3 4 5 125∗ SAT T.O 6.13 6.99
3 5 5 125∗ SAT T.O 86.51 54.96
3 6 5 125∗ SAT T.O 177.13 59.09
4 5 2 16∗ SAT 0.02 0.01 0.01
4 6 2 20 UNSAT T.O 0.07 0.05
4 6 2 21∗ SAT 0.36 0.08 0.03
4 7 2 23 UNSAT T.O 0.35 0.32
4 7 2 24∗ SAT 529.12 0.68 0.37
4 8 2 24∗ SAT 107.13 0.79 0.63
4 9 2 24∗ SAT 399.55 1.13 1.20
4 10 2 24∗ SAT 279.46 6.47 0.96
4 11 2 24∗ SAT 26.20 4.66 1.92
4 12 2 24∗ SAT 1573.40 11.28 2.12
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